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Resumen. En este art´ıculo discutimos los resultados principales
alcanzados en mi trabajo de grado, el cual fue dirigido por el
profesor Jairo Charris Castan˜eda. La discusio´n la limitaremos a
los llamados (p, q) grupos, en particular a los grupos diedros.
1. Definiciones y Resultados Principales
El problema de la existencia de grupos con propiedades espec´ıficas
se aborda usualmente mediante la teor´ıa de los llamados grupos libres
(y de los subgrupos y grupos cocientes de e´stos determinados median-
te generadores y relaciones). Esta teor´ıa, bastante abstracta, conduce
generalmente, para su concrecio´n, a la llamada teor´ıa de la representa-
cio´n de los grupos, un tema relativamente avanzado de la matema´tica,
que hace buen uso del a´lgebra lineal y de la teor´ıa de matrices, y que
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no consideraremos aqu´ı. Las demostraciones de los lemas, corolarios y
teoremas omitidos en este art´ıculo pueden verse en [1] y [2]. Las ideas
principales de este trabajo surgieron de la lectura de [4]. Para ver el
sentido geome´trico de los grupos diedros ve´ase al respecto [3].
Definicio´n 1.1. Sean p, q enteros, p ≥ 1, q ≥ 1. Se dice que un grupo
(G, ·) es del tipo (p, q), si existen a, b ∈ G y 1 < r < q tales que:
(i) | a |= p, | b |= q.
(ii) ab = bra.
(iii) Todo elemento x ∈ G se escribe de manera u´nica en la forma
x = aibj, donde i, j ∈ Z, 0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q.
Obse´rvese que q ≥ 3 y que G es no conmutativo, as´ı que p ≥ 2. De (iii)
se deduce adema´s que G es finito con
◦ (G) = pq. (1)
Nota 1.2. Si (G, ·) es como en la Definicio´n 1.1, se dice, ma´s precisa-
mente, que (G, ·) es del tipo (p, q) y generado por (a, b).
De la Definicio´n 1.1 se deduce fa´cilmente que
(iv) abr
n
= br
n+1
a, n = 0, 1, 2, ...
(v) anb = br
n
an, n = 0, 1, 2, ...
(vi) anbs = bsr
n
an, n ≥ 0, s ∈ Z.
En efecto, la afirmacio´n (iv) es cierta si n = 0, y para n > 0 resulta
de que abr
n
a−1 =
(
aba−1
)rn = (br)rn = brn+1 . La demostracio´n de (v)
resulta de un sencillo argumento por induccio´n basado en (iv), y la de
(vi), de observar que anbsa−n = (anba−n)s =
(
br
n)s = bsrn . Tal como
se mostrara´ en detalle a continuacio´n.
Adema´s,
rp ≡ 1 (mod q) , mcd(r, q) = 1. (2)
En efecto, de (v), apb = br
p
ap, o sea, b = br
p
. Entonces br
p−1 = e, de lo
cual q|rp−1. Por otra parte, si fuera mcd(r, q) = d = 1, ser´ıa |br| = q/d,
lo cual es absurdo, pues de br = aba−1 se deduce que |br| = |b| = q.
TEOREMAS DE ISOMORFI´A EN GRUPOS DIEDROS 125
Como evidentemente a−1 = ap−1, (2) y la validez de (vi) para n ≥ 0
implican su validez para todo n ∈ Z, as´ı que
(vii) anbs = bsr
n
an, bsan = anbsr
n
, n, s ∈ Z.
Teorema 1.3. Sea (G, ·) del tipo (p, q) y generado por (a, b). Sean
M = [a] y N = [b]. Entonces G = MN y N es un subgrupo normal de
G. Adema´s, M ∩N = {e}.
Demostracio´n. Que G = MN resulta inmediatamente de (iii). Por otra
parte, de (ii) existe 1 < r < q tal que aba−1 = br, y de (vii) resulta que
anbsa−n = bsrn ∈ N cualesquiera que sean s, n ∈ Z. Sean entonces 0 ≤
i < p, 0 ≤ j < q y x = aibj ∈ G. Entonces xbsx−1 = ai (bjbsb−j) a−i =
aibsa−i ∈ N cualquiera que sea s ∈ Z, lo cual demuestra que N es
normal. Finalmente, de ◦
(
M
/
M ∩N
)
= ◦
(
MN
/
N
)
= ◦
(
G
/
N
)
=
p se deduce que ◦ (M ∩N) = 1, lo cual completa la demostracio´n. 
Nota 1.4. Obse´rvese que en el anterior teorema, la aplicacio´n
ϕ : M ×N → G, ϕ(x, y) = xy,
resulta ser biyectiva. Sin embargo, no puede ser un isomorfismo de
grupos. En efecto, M no puede ser normal en G (pues ser´ıa ab = ba y
(ii) no podr´ıa ser va´lida), as´ı que G no puede ser el producto directo de
M y N .
Nota 1.5. Es claro que si (G, ·) es finito y no conmutativo, y si G = MN
donde M y N son subgrupos c´ıclicos de G tales que M ∩ N = {e} y
que N es normal en G, entonces G es del tipo (p, q) donde p = ◦(M) y
q = ◦(N), y si M =[a] y N =[b], entonces (a, b) genera a G. En efecto, es
claro que (i) y (iii) se satisfacen para (a, b) y que aba−1 = br, 0 ≤ r < q.
Obviamente no puede ser r = 0, pues b = e, y tampoco puede ser r = 1,
pues (G, ·) no es conmutativo. Obse´rvese que, bajo las hipo´tesis, p ≥ 2
y q ≥ 3.
Nota 1.6. Demostrar la existencia de grupos de un tipo (p, q) dado no
es, en general, una tarea fa´cil. Nosotros no haremos esto sino en algunos
casos muy especiales, pero, esperamos, muy significativos.
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Definicio´n 1.7 Se dice que un grupo G del tipo (2, q) es diedro, si esta´
generado por un par (a, b) tal que | a |= 2, | b |= q y
aba−1 = b−1. (3)
Se escribe G = Dq (a, b).
Nota 1.8. Obse´rvese que b−1 = bq−1.
Teorema 1.9. Si (G, ·) es un grupo de orden 2q con q ≥ 3, a ∈ G es
tal que | a |= 2, y existe b ∈ G con | b |= q y aba−1 = b−1, entonces G
es diedro y generado por (a, b), as´ı que G = Dq (a, b).
Es necesario demostrar que G es del tipo (2, q), o sea, que (iii) de
la Definicio´n 1.1 se verifica. Esto sera´ consecuencia del resultado ma´s
general siguiente.
Teorema 1.10. Sea (G, ·) un grupo de orden pq, donde p es primo. Si
para algu´n a ∈ G tal que | a |= p existe b ∈ G tal que | b |= q y que
aba−1 = br, 1 < r < q, (4)
entonces G es del tipo (p, q) y generado por (a, b).
Demostracio´n. Sean M =[a] y N =[b]. Entonces M ∩N = {e}, ya que
si as ∈ N, 1 ≤ s < p, entonces M =[as]⊆ N , lo cual es absurdo, pues
como N es conmutativo, (4) no podr´ıa tenerse con r = 1. Entonces
#(MN) = pq y G = MN . Como (4) garantiza tambie´n que N es
normal en G, el teorema resulta de lo dicho en la Nota 1.5. 
Demostraremos ahora la existencia de grupos diedros. El resultado es
cla´sico.
Teorema 1.11. Para todo q ≥ 3 existen grupos diedros de orden 2q.
Uno de ellos es el subgrupo Dq (σ, ρ) de Sq generado por el q−ciclo
ρ = (1, 2, ..., q) y la permutacio´n σ dada por
σ =


1 2 3 ...
q + 1
2
q + 3
2
... q
1 q q − 1 ... q + 3
2
q + 1
2
... 2

 (5)
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si q es impar y por
σ =


1 2 3 ...
q
2
q + 2
2
q + 4
2
... q
1 q q − 1 ... q + 4
2
q + 2
2
q
2
... 2

 (6)
si q es par.
Demostracio´n. No´tese que σ es simplemente la permutacio´n
σ =

1 2 3 ... q − 1 q
1 q q − 1 ... 3 2

 .
Evidentemente σ = e y, como se deduce de (5) y (6),
σ = (2, q) (3, q − 1) ...
(
q + 1
2
,
q + 3
2
)
, q impar, (7)
y
σ = (2, q) (3, q − 1) ...
(
q
2
,
q + 4
2
)
, q par. (8)
Siendo producto de transposiciones disyuntas, σ2 = e. Adema´s,
σρσ−1 = σ−1ρσ = (σ(1), σ(2), ..., σ(q)) = (1, q, q − 1, ..., 2) = ρ−1, y
se tiene que | ρ |= l(ρ) = q. Por lo tanto, si G es el subgrupo de Sq
generado por {σ, ρ}, el Teorema 1.9 garantiza que G = Dq(σ, ρ). 
Nota 1.12. Si σ es una permutacio´n de Sq tal que σ−1ρσ = ρ, donde ρ =
(1, 2, ..., q), entonces (σ(1), σ(2), ..., σ(q)) es (k + 1, k + 2, ..., q, 1, 2, ..., k)
para algu´n 1 ≤ k ≤ q, as´ı que
σ (j) =
{
k + j, 1 ≤ j ≤ q − k
q − k + j, q − k < j ≤ q (9)
Entonces σ = ρk, 1 ≤ k ≤ q. Se deduce que si σ, τ son tales que
σρσ−1 = ρ−1 y τρτ−1 = ρ−1, en cuyo caso τ−1(σρσ−1)τ = ρ, nece-
sariamente σ−1τ = ρk para algu´n 0 ≤ k < q, de lo cual τ = σρk ∈
Dq(σ, ρ). Es decir, todas las permutaciones τ tales que τρτ−1 = ρ−1
esta´n en el grupo Dq(σ, ρ) del Teorema 1.10, y como adema´s
(
σρk
)2 =
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σρkσρk = ρ−kρk para σ en tal teorema, necesariamente τ2 = e. En-
tonces Dq(σ, ρ) = Dq(τ, ρ), as´ı que Dq(σ, ρ) no depende de σ en tanto
σρσ−1 = ρ−1. Tampoco depende de ρ en tanto ρ sea una potencia
k−e´sima de (1, 2, ..., q) con mcd(q, k) = 1, pero, en general, ρ no puede
sustituirse por un q−ciclo arbitrario. Obse´rvese finalmente que
Dq(σ, ρ) = {e, σ} ∪ {ρk | 1 ≤ k < q} ∪ {σρk | 1 ≤ k < q} (10)
y que la reunio´n es disyunta. Si (G, ·) es un grupo no conmutativo de
orden 2q y N es un subgrupo de orden q de G, N es necesariamente
normal en G. En efecto, si a ∈ G y a /∈ N entonces aN ∩N = N ∩Na =
φ. Como [G : N ]= 2 entonces G = aN ∪N = N ∪Na, lo cual implica
que aN = Na. En virtud de lo dicho en la Nota 1.4, si existe b ∈ N
tal que | b |= q (lo cual ocurre, por ejemplo, si q es primo), y | a |= 2,
G es del tipo (2, q) y generado por (a, b). Esto no garantiza que G
sea diedro. Este es sin embargo el caso si q ≥ 3 es primo, pues si
aba−1 = br, 1 < r ≤ q − 1, de r2 ≡ 1(mod q) (relacio´n (2)) se deduce
que q | (r − 1)(r + 1), as´ı que q = r + 1 y r = q − 1. Entonces:
Teorema 1.13. Si G es no conmutativo y de orden 2q, donde q ≥ 3 es
primo, entonces G es diedro, y si a, b ∈ G son tales que | a |= 2, | b |= q,
G esta´ generado por (a, b), y aba−1 = b−1.
Nota 1.14. Obse´rvese que obviamente 2 | q − 1 en el teorema anterior.
Caracterizaremos ahora como grupos del tipo (p, q) a los grupos no
conmutativos de orden pq donde p < q son primos. Necesitaremos el
siguiente lema.
Lema 1.15. Si (G, ·) es un grupo no conmutativo de orden pq, donde
p < q son primos, entonces p | q−1, y si b ∈ G es tal que | b |= q, N =[b]
es un subgrupo normal de G.
Demostracio´n. Se utilizara´ la Teor´ıa de Sylow. 
El siguiente lema es nuestro, y en cierta forma generaliza significati-
vamente el anterior.
Lema 1.16. Si G es un grupo no conmutativo de orden pq donde p es
el menor primo que divide ◦ (G). No se supone que q sea primo, pero
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si que p  q y que existe b ∈ G tal que |b| = q. Entonces N = [b] es
normal en G, p | ϕ (q) y G es del tipo (p, q) y generado por (a, b) para
todo a ∈ G con |a| = p.
Demostracio´n. Que N es normal resulta de la Teor´ıa de Sylow. Entonces
aba−1 = br
y podemos suponer que r < q. Tambie´n que r > 1, pues como antes,
todo elemento u ∈ G se escribe u = aibj y G no es conmutativo. Tal
como en la relacio´n (2) del art´ıculo, se demuestra que mcd(r, q) = 1, as´ı
que la clase r mo´dulo q esta´ en U (Zq). Por otra parte, tambie´n de (2)
se deduce que |r| = p. Entonces p | ϕ(q). 
Teorema 1.17. Si G es no conmutativo de orden pqn donde p < q son
primos. Supo´ngase que existe b ∈ G tal que |b| = qn. Entonces N = [b]
es normal en G, p | q − 1 y G es del tipo (p, qn) y generado por (a, b),
donde a ∈ G es tal que |a| = p.
Demostracio´n. ϕ(qn) = (q − 1)qn−1. 
Corolario 1.18. Si (G, ·) es no conmutativo y de orden pq, donde p < q
son primos, entonces p | q − 1, y si a, b ∈ G son tales que | a |= p y
| b |= q, G esta´ generado por (a, b).
Demostraremos ahora la existencia de algunos grupos del tipo (p, q).
Son nuestros el Lema 1.19, el Corolario 1.20 y el Teorema 1.22.
Lema 1.19. Sean ρ = (1, 2, ..., q) un q−ciclo, 1 ≤ k < q, m =mcd(q, k).
Entonces ρk tiene orden 2/m. Supo´ngase que ρk = ρ1...ρn, n ≥ 1, donde
los ρi son ciclos disyuntos no triviales. Entonces |ρi| = q/m y n = m.
Es decir, ρk es el producto de m−ciclos de longitud q/m cada uno.
Demostracio´n. Como |ρ| = q, es claro que |ρk|q/k = e, as´ı que |ρk| =
q/m. Si fuera |ρk| < q/m, ser´ıa |ρ| < q, lo cual es absurdo. Ahora, es
claro que |ρi| ≤ q/m para i = 1, 2, ..., n, pues |ρ| =mcm(|ρ1|, ..., |ρn|), lo
cual muestra tambie´n que no puede ser |ρi| < q/m. Entonces |ρi| = q/m,
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i = 1, 2, ..., n, y como l(ρ)n = l(ρ1) + ... + l(ρn) = n
q
m
, necesariamente
n = m. 
Corolario 1.20. Si mcd(q, k) = 1, y ρ = (1, ..., q), ρk es au´n un ciclo
de longitud q.
Demostracio´n. Consecuencia del Lema 1.19. 
Nota 1.21. Sea σ una permutacio´n no trivial con σ(1) = 1, y sea
ρ = (1, 2, ..., q), si σ = ρk, donde 0 ≤ k < q, necesariamente k = 0. Esto
es consecuencia de lo dicho en el Lema 1.19 (pues ρk no puede dejar de
mover a 1).
Teorema 1.22. Sean G un grupo no conmutativo de orden pq donde
q es un entero y p es un primo que es menor que cualquier primo que
divida a q. Supo´ngase adema´s que p | ϕ(q). Entonces existen 1 < r < q
con rp ≡ 1(mod q) tal que mcd(r, q) = 1 y σ, ρ ∈ Sq tales que
|σ| = p, |ρ| = q (11)
y que el subgrupo generado D[p, q] de Sn generado por σ y ρ es del tipo
(p, q) y generado por (σ, ρ). Adema´s
σρσ−1 = ρr. (12)
Demostracio´n. Podemos suponer que p > 2 (Teorema 1.13). Sea 1 <
r < q, mı´nimo, tal que r sea solucio´n de la ecuacio´n xp = 1 en Z∗q. Sean
ρ = (1, 2, ..., q) y σ una permutacio´n de Sq tales que σρσ−1 = ρr y que
σ(1) = 1. Tal permutacio´n existe pues ρr es tambie´n un q−ciclo, y la
condicio´n σ(1) = 1 la determina un´ıvocamente. Sea D[p, q] el subgrupo
de Sq generado por {σ, ρ}. Claramente | ρ |= q. Demostraremos que
σp = e, lo cual, dado que σ = e (pues ρr = (σ−1(1), ..., σ−1(q)) = ρ),
asegurara´ que | σ |= p, y completara´, en virtud del Corolario 1.18, la
demostracio´n. Pero, tal como en la demostracio´n de (v), se deduce,
a partir de σρ = ρrσ, que σpρ = ρr
p
σp. Entonces σpρ = ρσp, pues
rp ≡ 1(mod q). En virtud de lo dicho en la Nota 1.12, esto implica que
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σp = ρk es un producto de ciclos disyuntos no triviales, necesariamente
k = 0 y σp = e. 
Corolario 1.23. Sean G un grupo no abeliano de orden pq donde p < q
son primos tales que p | q − 1. Sean 1 < r < q tal que rp ≡ 1(mod q),
mcd(r, q) = 1. Sea m ≥ 1. Entonces existen σ, ρ ∈ Sqm tales que el
subgrupo D[p, q] generado por σ, ρ es del tipo (p, q) y
σρσ−1 = ρr. (13)
Demostracio´n. Consecuencia del Teorema 1.22. 
Nota 1.24. Si G tiene orden pq, donde p < q son primos, y M y N
son subgrupos respectivos de o´rdenes p y q de G, entonces G es c´ıclico
si y so´lo si M y N son normales en G (que es el caso si p  q − 1). En
efecto, si M =[a], N =[b] y son normales, ab = ba, lo cual implica que
| ab |=| a || b |= pq. En tales circunstancias G ≈ Zpq (lo cual es au´n
posible si p | q − 1).
2. Teoremas de isomorf´ıa
Estudiaremos ahora el problema de la isomorf´ıa de los grupos del tipo
(p, q) y de los grupos diedros. Los resultados son en una u otra forma
conocidos, pero nunca hemos visto una exploracio´n tan detallada como
la que sigue.
Teorema 2.1. Sean (G1, ·) y (G2, ·) grupos del tipo (p, q), con genera-
dores respectivos (a1, b1) y (a2, b2). Si aibia−1i = b
r
i , 1 < r < q, i = 1, 2,
entonces G1 ≈ G2.
Demostracio´n. Sean a = ai, b = bi, i = 1, 2. Entonces
(
aibj
) (
ahbk
)
= ai
(
bjah
)
bk, donde 0 ≤ i, h < p, 0 ≤ j, k < q, de lo cual, mediante
(vii),
(
aibj
) (
ahbk
)
= ai+hbjr
h+k. Por lo tanto, si f : G1 → G2 esta´
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dada por f
(
ai1b
j
1
)
= ai2b
j
2, i, j ∈ Z ( que f esta´ bien definida resulta de
(iii)), entonces
f
((
ai1b
j
1
)(
ah1b
k
1
))
= f
(
ai+h1 b
jrh+k
1
)
= ai+h2 b
jrh+k
2 =
(
ai2b
j
2
)(
ah2b
k
2
)
= f
(
ai1b
j
1
)
f
(
ah1b
k
1
)
,
as´ı que f es un homomorfismo; de hecho, un epimorfismo. Que f es
inyectiva resulta de observar que si f
(
ai1b
j
1
)
= ai2b
j
2 = e, donde 0 ≤
i < p, 0 ≤ j < q, necesariamente i = j = 0, de lo cual ai1bj1 = e. Esto
demuestra el teorema. 
Corolario 2.2. Todo grupo diedro G de orden 2q es isomorfo al grupo
Dq(σ, ρ).
Necesitaremos ahora el siguiente lema.
Lema 2.3. Si G es del tipo (p, q) y esta´ generado por (a, b) con aba−1 =
br, 1 < r < q, y si 1 ≤ l < p es tal que mcd(rl, q) = 1, entonces G esta´
tambie´n generado por a y por b1 = br
l
. Adema´s, ab1a
−1 = br1.
Demostracio´n. Como mcd(rl, q) = 1 entonces | b1 |= q, y la relacio´n
ab1a
−1 = br1 resulta fa´cilmente de (vii). Ahora, si M =[a] y N =[b]
entonces G = MN y M ∩ N = {e}, y como N =[b1], (iii) es tambie´n
va´lida para (a, b1) (Nota 1.4). 
Teorema 2.4. Si G1 y G2 son del tipo (p, q), donde p < q son primos,
entonces G1 ≈ G2.
Demostracio´n. Supo´ngase que G1 esta´ generado por a1 y b1, con
a1b1a
−1
1 = b
r
1, 1 < r < q, y que G2 lo esta´ a su vez por a2 y b2 con
a2b2a
−1
2 = b
s
2, 1 < s < q. De (2), r
p ≡ 1( mod q) y sp ≡ 1( mod q).
En virtud del Teorema 1.3, esto implica que s ≡ rk( mod q), 0 ≤ k < p.
De hecho k > 0, pues q  s − 1, y q  rk, ya que q  s. Entonces
mcd(rk, q) = 1. Del Lema 2.3 se deduce entonces, reemplazando a b2
por br
k
2 , si es necesario, que podemos suponer s = r. En virtud de lo
establecido en el Teorema 2.1, esto implica que G1 ≈ G2. 
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Nota 2.5. Se deduce que si G es del tipo (p, q), donde p < q son primos,
G esta´ generado por (a, b) y (c, d), y aba−1 = br, cdc−1 = ds, 1 < r, s <
q, entonces existe 0 < k < p tal que s ≡ rk(mod q).
Corolario 2.6. Si G1 y G2 son grupos no conmutativos de orden pq,
donde p < q son primos, entonces G1 ≈ G2.
Invocando los Corolarios 2.2 y 2.6, se tiene el resultado ma´s preciso
siguiente.
Corolario 2.7. Si G es un grupo no conmutativo de orden pq donde
p < q son primos, entonces p | q− 1, y G es, de hecho, isomorfo al grupo
D[p, q].
Nota 2.8. Se concluye que si G es un grupo de orden pq, donde p < q
son primos, se tiene la alternativa
1. G ≈ Zpq.
2. G ≈ D[p, q].
La primera posibilidad ocurre si y so´lo si G es abeliano, lo cual se da
automa´ticamente si p  q − 1. La segunda posibilidad ocurre si y so´lo si
G es no abeliano, lo cual so´lo es posible si p | q − 1.
Nota 2.9. El grupo diedro Dq (σ, ρ) admite una interpretacio´n simple y
sugestiva que no deja de ser u´til para calcular expl´ıcitamente tal grupo
en casos especiales: como el grupo de las simetr´ıas de un pol´ıgono regular
de q lados.
Conside´rese el conjunto S(q) de las simetr´ıas de un pol´ıgono regular
de q lados con respecto a sus “elementos de simetr´ıa”. Estos u´ltimos
son:
1. Las bisectrices de los a´ngulos en los ve´rtices, es decir, las rectas del
plano que bisecan cada uno de estos a´ngulos.
2. El centro del pol´ıgono: punto de interseccio´n de las bisectrices.
3. Las mediatrices, es decir, las rectas del plano que unen los puntos
medios de lados opuestos.
Las mediatrices son elementos de simetr´ıa so´lo cuando q es par, y son
q
2
en nu´mero. Las correspondientes simetr´ıas son:
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a. Las reflexiones sobre una bisectriz.
b. Las rotaciones en un a´ngulo
2π
q
k, k = 1, 2, ..., q, alrededor del
centro.
c. Las reflexiones sobre una mediatriz, cuando q es par.
No´tese que las bisectrices son q si q es impar y so´lo
q
2
si q es par,
pues en este u´ltimo caso cada una de ellas biseca simulta´neamente dos
a´ngulos.
Esto determina el nu´mero de posibles simetr´ıas con respecto a cada
uno de los elementos:
q
2
reflexiones sobre las bisectrices si q es par; q,
si q es impar; el nu´mero de rotaciones alrededor del centro es siempre
q; cuando q es par habra´ adema´s
q
2
reflexiones sobre las mediatrices.
Esto da un total de 2q simetr´ıas en cada caso. As´ı , #(S(q)) = 2q.
La ley de composicio´n que hace de S(q) un grupo se obtiene dando un
sentido dina´mico a las simetr´ıas: reflejar sobre una recta, rotar en un
cierto a´ngulo. La composicio´n se obtiene entonces efectuando una de
tales acciones, α, y seguidamente la otra, β. El resultado se escribe β ◦α
o αβ, segu´n el gusto. Nosotros preferiremos la segunda notacio´n. Como
es claro, cualquier sucesio´n de tales acciones deja invariante el pol´ıgono
y debe ser por lo tanto una de las simetr´ıas mencionadas. Es adema´s
claro que si α es una reflexio´n entonces | α |= 2, y que si β es una
rotacio´n en un a´ngulo
2π
q
entonces | β |= q.
Para interpretar S(q) en te´rminos deDq (σ, ρ), enume´rense los ve´rtices
del pol´ıgono de 1 a q en el sentido positivo (el opuesto al del movimiento
de las manecillas del reloj). Luego esco´jase un sistema de coordenadas
x − y en el plano de tal manera que el eje y sea la bisectriz al primer
ve´rtice del pol´ıgono, as´ı que el centro de e´ste esta´ tambie´n sobre el eje
y. Colo´quese finalmente el centro del pol´ıgono en el punto (0, 0) del
sistema x − y, y efectuando una rotacio´n del pol´ıgono en un a´ngulo
π, si es necesario, colo´quese su primer ve´rtice en el semiplano superior
del sistema de coordenadas. Diremos en este caso que el pol´ıgono esta´
en posicio´n inicial cano´nica. Sea β la rotacio´n en el sentido positivo
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en un a´ngulo
2π
q
. Los ve´rtices se permutara´n en el orden 1 → 2 →
3 → ... → q − 1 → q → 1, y es natural describirla mediante el ciclo
(1, 2, 3, ..., q−1, q) = ρ. A su vez, la reflexio´n α sobre el eje y (la bisectriz
al primer ve´rtice) permutara´ los ve´rtices en la forma 1→ 1, 2→ q, 3→
q − 1, ..., q − 1 → 3, q → 2, y puede entonces describirse mediante la
permutacio´n σ dada por (5) o (6) en el Teorema 1.11. Como es obvio,
con estas identificaciones αβ se identifica con σρ, y ma´s generalmente,
αiβj , i = 1, 2, j = 1, 2, ...q, con σiρj . Podemos entonces considerar que
S(q) es un subgrupo de Dq(σ, ρ), as´ı que S(q) = Dq(σ, ρ). Como es claro,
α2 = e (todo queda quieto) y βk, 1 ≤ k ≤ q, es la rotacio´n en un a´ngulo
2π
q
k, con βq = e, as´ı que si αi denota la reflexio´n sobre la bisectriz al
i−e´simo ve´rtice (α1 = α) y γj es la reflexio´n sobre la mediatriz por el
punto medio del lado [j, j + 1], entonces
S(q) = {βk | 1 ≤ k ≤ q} ∪ {αi | 1 ≤ i ≤ q}, q impar (14)
y
S(q) = {βk | 1 ≤ k ≤ q} ∪ {αi | 1 ≤ i ≤ q2} ∪ {γj | 1 ≤ j ≤
q
2
}, q par.
(15)
La identificacio´n de S(q) con Dq(σ, ρ) permite calcular ra´pidamente este
u´ltimo grupo en casos particulares. En cierta forma S(q) establece,
de manera intuitiva, la existencia de grupos diedros, suministrando un
recurso adicional nada despreciable en la teor´ıa de los grupos.
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